Conical intersections induced by the Renner effect in polyatomic

















Characterizing and  localizing electronic energy degeneracies  is  important for describ‐
ing and controlling electronic energy flow in molecules. We show, using topological phase 
considerations that the Renner effect  in polyatomic molecules with more than 3 nuclei is 











dynamics4,  17‐19.  A  major  theoretical  effort  for  the  research  of  photochemistry  and  molecular  light‐
harvesting processes is invested in the identification and localization of CIs 14, 19‐25. While numerical work is 
indispensable,  there  is  still  a  fundamental need  for understanding more on  the ways CIs  form.  In  few 
known cases CIs can be attributed to simple symmetry considerations25. Still, most CIs identified numeri‐
cally seem to appear accidentally.  
 In  this article, we  report  for  the  first time an unexpected connection between CIs and another type of 








adiabatic  states because  at  some  configurations  they become  degenerate. We denote  these  states  as 
( )|j eζ s s
( )jζ s
  ( )1,2j = , where se and s are collections of electronic and nuclear coordinates, respective‐
ly. We will only consider real electronic wave  functions  (as  long as spin orbit  interactions are negligible 
this  is permitted). Consider two such states which exhibit a CI. The corresponding electronic eigenvalues 
(also called adiabatic potential  surfaces  in Born Oppenheimer  terminology), depend  themselves on  the 
nuclear coordinates. When the adiabatic potential surfaces are viewed as a  function of two nuclear de‐
grees of freedom (keeping all other fixed) they seem like two linearly intersecting cones, hence the name 
ci. Each adiabatic  state  changes  sign when  transported  continuously along a  closed  loop enclosing  the 
point of  intersection1.  It has been proved1  that when this happens the  line  integral of the nonadiabatic 
coupling term (NACT) 
12 1 2τ ζ ζ≡ ∇
GG
( )12 1 2( )τ ζ ζ≡ ∇s GG  along a closed contour Γ  equals: 
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α ΓΓ ≡ ⋅





Eq. (1) reflects, among other things, the fact that the Curl condition27,  12 0τ∇× = , holds in the region 
surrounded by  Γ  except at the ci points. In any actual calculation Eq. (1) holds only for a limited region in 




cur when a molecule has a  C∞  axis of symmetry  i.e. the nuclei of the molecule are vibrating around a 
collinear configuration. We denote the direction of the collinear configuration as the  zˆ  direction. In the 
exact  collinear  configuration  the electronic angular momentum  component  z
nn
L i θ
∂= ∂∑=   (where  in 
the sum  n   indexes all electrons) has the eigenvalue  Λ=  with  integer  0Λ ≠ . Obviously, at collinearity 
Λ   is a good quantum number and the electronic energy must exhibit a two‐fold degeneracy associated 
with ±Λ . To be specific, let us consider the tetra‐atom  +2 2C H cation radical, which is shown in the colli‐
near configuration in Figure 1 (a). In collinearity, the electronic ground‐state of this molecule is a doubly 
degenerate Π  state, namely,  1Λ = . 
Consider now a vibrational coordinate  q  causing a small distortion out of the  C∞  symmetry. For exam‐
ple, in the  +2 2C H  one can take  1q q=  where  1q  is the displacement of the H1 atom out of the collinear 
configuration in Figure 1 (b). Once distorted, the symmetry reduces (to  sC ). For small distortion, the two 
electronic eigenstates states  ( )1 qζ  and  ( )2 qζ  are predominantly just linear combinations of the two 
eigenstates at linearity ( )0jζ . Since the eigenstates  ( )j qζ  are real, the electronic angular momentum 
component matrix element equals28 
3 
  ( ) ( ) ( )1 2 0zq L q i qζ ζ ≈ Λ →=   (2) 
where Λ is an integer. Now, a rotation of all electrons by an angle ϕ is equivalent to a rotation in the op‐
posite direction of the nuclei, the associated NACT  rigidτ   is equal to the angular momentum matrix ele‐
ment 
    ( ) 1 2 1 2 120 ( | 0)rigid z
i
q L qϕ ϕτ ζ ζ ζ ζ τ ϕϕ
∂→ ≡ − = = → = Λ∂=   (3) 







( ) ( ) , 2
 encircles the collinear R-T intersection axis
d q d
π
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1 1 1 2 2, ; ,q qϕτ ϕ ϕ  is the NAC induced by motion of H1  and similarly 
( )










of collinearity (i.e.  1q  and  2q  are both different from zero) onto the same plane and then the plane is al‐
lowed  to  rotate  around  the  carbon‐carbon bond. This  is  a  rigid  rotation  since all bond  lengths do not 
change. Such a rotation  in a Renner molecule will give a situation where the  12τG ‐NACT fulfills Eq. (3) so 
that the integration along a closed contour Γ yields ~2π, as discussed in connection to Eq. (4). Writing the 
2 dimensional line integral for this case we obtain the topological phase of path C in Figure 1: 
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But,  now  notice  that  the  integral  in  Eq.  (5)  can  be  written  also  as  the  sum  of  two  integrals, 
( ) ( )
1 2
2 2
1 2 1 2
0 0
, ; , , ; , 2q q d q q d
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, , ,q q d
π
ϕ ϕ ϕ ϕ πτ =∫   (6) 
Despite  appearance  Eq.  (6)  is  not  yet  in  the  right  form  to  say  anything  about  the  topological  phase 








( ) , , ,D q q d
π
ϕα ϕ ϕ ϕτΓ = ∫   (7) 
Assuming that the two atoms are far apart (in our case they are ~3.5 Å apart) and that q is small enough 
the replacement of ϕ by  20ϕ can only change the integral of Eq. (6) by a small amount, so  ( )Dα πΓ ≈ . 
But we know  that  α , being a  topological phase must be quantized  to  integer multiples of  π , we  thus 
have exactly (in  0q →  limit): 








cifically studied, were computed by  the state‐average CASSCF  level with equal weights.  In certain cases 
these calculations were repeated with three to eight states to check for convergence. We first examine in 
Figure 2 (a), the values of τϕ(q) for two (schematic) cases given in Figure 1(b) (a single atom rotation) and 




In Figure 2  (b) are presented  the ab‐initio calculated NACTs, ( )
1 1 1 2 2, , , 0q q q qϕ ϕ ϕ ϕτ = = = = , as a 






radically different types of potential surface  intersections  is a new phenomenon. The  fact the CI’s must 
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FIGURE 2: (A) THE NACT,  ( , )qϕτ ϕ , FOR THE SINGLE ATOM ROTATION (GIVEN IN FIGURE 1) AND FOR RIGID ROTATION GIVEN IN 
FIGURE  1  AS  A  FUNCTION  OF  Q:  οοοοο  SINGLE  ATOM;  ΔΔΔΔΔ  RIGID  ROTATION.  (B)  THE  NACT 
( )
1 1 2 2, , , 0q q q qϕ ϕ ϕτ = = = AS A FUNCTION OF ϕ  FOR THREE DIFFERENT Q‐VALUES: ‐ ‐ ‐ ‐ Q = 0.5 Å; ⎯⎯  Q = 0.3 Å;; 
••••• Q = 0.2 Å;. (SEE FIG. 1(D)). 
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